Informatique II - Série 10

Exercice 10-1: La formule de Bayes

Pour un nombre d’exemples N suffisamment large, on peut estimer la probabilité
conditionelle p(A|z) en prenant la formule

n(x, A)

p(Alz) =

ot N(x) est le nombre d’exemples avec une valeur x et n(z, A) le nombre d’exemples
avec des valeur = et A. Equation 1 devient exact dans la limit N — oc.

a) En prenant la formule 1 et des formules analogues pour p(x) et p(x, A) montrer
que

p(z, A) = p(Alz) p(z) (2)
b) Siil y a seulement deux ‘classes” A et B, montrer que

p(x) = p(z, A) + p(z, B) (3)

Solution a
' ) n(x,A)  n(x, A) N(zx)

= 4
Niot N(SC) Niot ( )
ce qui donne pour N suffisamment large (N — o0)
p(z, A) = p(Alz) p(z) (5)
b) Dans la limit N — oo
N(x N(z,A)+ N(x,B N(x, A N(x, B
s~ V@) N@ A N@B)  NeA) N@B)

Exercice 10-2: Applications de la formule de Bayes

Il y a deux especes d’ours, appelé ‘P’ et ‘G’. Dans une population de 100 ours
adults de 'espece ‘P’; 70 ont une taille de moins de 80 cm (petit) et 30 une taille
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entre 80 et 100 cm (moyen). Dans une population de 100 ours adults de 1'espece
‘G’, 40 ont une taille entre 80 et 100 cm (moyen) et 60 une taille plus grande que
100 cm (grand).

a) Dessiner les distributions de taille pour les deux especes.

b) Calculer p(z, G) et p(x, P) ou z note la taille (x, pour petit, x,, pour moyen,
x4 pour grand). La taille de chaque population est de 100 ours exactement.

c¢) Vous observez un ours de taille x4, c.a.d., plus grand que 100 cm. Quel est
la probabilité qu’il s’agit de 'espece G?7 Avant d’appliquer la formule, raisonner
intuitivement.

d) Dans une région de montagne ou chacune des deux especes a une population
de 20 ours, vous observez un ours de taille z,,, c.a.d., entre 80 et 100 cm. Quel
est la probabilité qu’il s’agit de 1'espece G?

e) Dans une forét ou la population des ours P est 10 fois plus importante que
celle des (G, vous observez un ours de taille x,,, c.a.d., entre 80 et 100 cm. Quel
est la probabilité qu’il s’agit de 1'espece G?

Solution
b) Avec p(x, P) = p(z|P)p(P) et p(P) = 0.5 = p(G) on a

p(xp, P) = 0.35, p(z,, P) = 0.15, p(z,, P) = 0.0,

p(xp, G) = 0.0, p(z,,, G) = 0.2, p(x,, G) = 0.3,
c¢) Un grand ours, appartient forcement a ‘G’.
p(Glz,) = p(zy|G)p(G) _ p(zy, G) _ p(zy, G) _ p(zy, G) 1
g p(xg) p(l‘g) p(l‘g)G)+P($97P) p(xva)+0

d) Avec p(z,,|G) = 0.4 et p(z,,,|P) = 0.3 on a

_ plan]G)p(G) p(zm|G)p(G) _ 4
PClan) = = = panIOn(@) + pamPp(@ 70T ®

Donc c’est 1égerement plus probable que cela soit 'espece ‘G’.

d) Avec p(z,,|G) = 0.4 et p(z,,|P) = 0.3 et p(G) = 1/11, p(P) = 10/11 on a

(| G)p(G) _ P(2m|G)p(G) M s ()

pxm)  p(En|G)p(G) + plza|P)p(P) 3.4
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p(Glam) =




Donc c’est probablement 'espece ‘P’.

Exercice 10-3: Information Mutuelle: ‘erasure
channel’

Des symbol X = 0 et X = 1 sont transmis a travers d'un canal bruité. Avec un
probabilité 1 — p les symbols arrivent correctement, c.a.d., ¥ = X € 0,1. Par
contre, avec probabilité I'information disparait et est remplace par u (unknown).

1. On suppose que les 2 symbols x=0 et x=1 sont utilisés avec la méme prob-
abilité. Calculer 'entropie Hy de cette distribution des valeurs pour X.

2. Quelle est la probabilité P(Y = 0) de recevoir un 0 ? Quelles sont les
probabilités respectives P(X =0]Y =0) et P(X =1|Y =0)? Quelle est
enfin I'entropie du symbole émis H(X|Y =0) ?

3. De méme si l'on recoit un u ?

4. Calculer 'information mutuelle.

I = Ho— (H(X|Y))
= Hy— PY=0H(X|Y=0-PY=1)HX|Y=1)
—P(Y =u)H(X|Y =u)

Donner une valeur numérique pour le cas p = 0.1

Solution.

1. Hy =1 (distribution homogene entre les deux cas).

2. Le cas de recevoir Y =0: P(Y =0) = 0.5(1 —p)
PX=0|Y=0=1,P(X=1|Y=0)=0,
H(X|Y = 0) = 0. Interprétation: si Y = 0 je suis sur que le signal est
correctement transmis, donc incertitude zero.

3. Le cas de recevoir Y =U. P(Y =u) =0.5p+ 0.5p =p
P(X=0|Y=u)=05 P(X=1|Y =u)=0.5,
H(X|Y =0) = 1. Interprétation: Si Y = u je sais rien - les 2 symbols sont
equiprobable.



Hy— PY=0HX|Y=0-PY=1)HX|Y=1)
—PY=uHX|Y =u)
1-0-0—-p=1-p

Exercice 10-4: Information Mutuelle (4 la mai-

son)

On considere le canal bruité suivant:

Analytiquement, il se décrit de la maniere suivante.

PY=A|X=0)=1-2 PY=A|X=1)=p PY=A|X=2)=0
PY=B|X=0)=p PY=B|X=1)=1-2 P(Y=B|X=2)=0
PY=C|X=0)=p PY=C|X=1)=p PY=C|X=2)=1

On suppose que les trois symboles 0, 1 et 2 sont utilisés avec la méme probabilité
P(XzO):P(le):P(X:2):§.

1. Calculer 'entropie Hy de cette distribution des valeurs pour X.

2. Quelle est la probabilité P(Y = A) de recevoir un A 7 Quelles sont les
probabilités respectives P(X = 0]|Y = A), P(X =1|Y = A) et P(X =
21Y = A) ? Quelle est enfin entropie du symbole émis H (XY = A) ?

3. De méme si l'on recoit un C' 7



4. Calculer 'information mutuelle.

I = Hy - (H(X]Y))
= Hy— P(Y=A)H(X|Y=A) — P(Y =B)H(X|Y = B)
—P(Y=C)H(X|Y =C)

Donner une valeur numérique pour le cas p = 0.1

5. Peut-on augmenter 'information mutuelle en utilisant plus souvent le sym-
bole C' 7 Expliquer pourquoi.



Solution

1. H0:10g3
2.
P(Y=A) = PY=AX=0P(X=0)+PY =AX =1)P(X =1)
+P(Y = A|X =2)P(X =2)
_ (1_2 >1+ 1
B P)g TPy
1—p

P(Y =A|X =0)P(X =0)
P(Y = A)

1—2p

1—p

P(Y =A|X =1)P(X =1)

P(X=1|Y = A) = B —4)

1—p

P(Y = A|X =2)P(X =1)

P(X =2|Y = 4) = P = 4)

= 0

H(X|Y =A) = log(1—p)—[(1~-2p)log(l—2p)+plogp]/(1—p)

PY=C) = PY=CIX=0)PX
PY=C|X =2)P(X
1+2p

3

O+PY=ClX=1)PX=1)+
2)




PY =C|X =0)P(X =0)

P(X=0]Y =C) = Y= O

P
14+ 2p

P(Y =C|X =1)P(X = 1)
PY =C)

P(X=1|Y=C) =

p
14+ 2p

P(Y =C|X =2)P(X = 1)

P(X=2|Y=0C) = PV =C)

1
1+2p

2
HX|Y =C) = log(1+2p) — ﬁlogp

4. I =0.9956

5. 11 faut comparer la réduction d’incertitude quand on reqit un C avec celle
quand on reQit un A pour voir si ¢’est avantageux de travailler avec plus de
2 et, alors, plus de C.

Exercice 10-5 Information mutuelle

On considere un canal bruité binaire. On note X le bit en entrée, X’ le bit recu
apres transmission. On fait I’hypothese que le bit en entrée a une probabilité
1/2 d’étre égal a 1, donc une probabilité 1/2 d’étre égal a 0. La transmission
s’effectue avec un “flip noise” de probabilité e.

1. Calculer I(X, X')

2. Calculer...

e P(X
e P(X

0)
1)



e P(X'=1

3. Calculer
e P(X=0,X"=0)
e P(X=0,X"=1)
e P(X=1,X"=0)
e P(X=1X"=1)

4. Calculer H(X, X') = — Y xeqo.13 Lxvefoy P(X, X )logp(X, X')
5. Caleuler H(X) + H(X') — H(X, X")

6. Conclure en comparant avec le résultat vu dans le cours.

Le but de cet exercice est de montrer que 'information I peut se calculer de deux
maniere differente:

(a) = Hy — (H(X|X'))
=Hy - P(X'=0)H(X|2=0)— P(X'=1)H(X|2'=1) vu dans le cours.

(b)) I=H(X)+ H(X')— H(X, X')
Cette equivalence sera également utilisée dans un des mini-projets.

Solution

—_

. I =Hy—(H(X|X')) = 1—€log £ —(1—¢)log == = 1+elog e+ (1—¢)log 1 — €

o
°

P(X=0)=P(X=1)=1/2, cad, HX)=1.
¢ P(X'=0)=P(X'=1)=1/2e+1/2(1 —¢) = 1/2 c.a.d., H(X') = 1.

)
3. ePX=0,X=0)=PX=0X=0PX =0)=PX =0/X=
OP(X=0)=%=PX=1X=1)
e PIX=1,X'=0=PX=1X=0)PX' =0)=P(X'=0|X =
1)P(X:1):§:P(X_O X' =1)

=1+4+(1-

\Je}

(X,
5. HX)+ H(X') — H(X, X') =2+ (1 — ¢)log, 5
€)log, € + €log, €

6. HX)+ H(X")— H(X, X) =1



